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рассматриваются два наиболее сложных и принципиально 
важных раздела курса электродинамики — специальная теория 
относительности и теория электромагнитного поля. даются ос-
новные представления о пространстве-времени и о физических 
полях, отличные от представлений классической физики. при-
водятся примеры решения конкретных задач, а также пред-
лагаются задачи для самостоятельного решения, контрольные 
вопросы и задания.






Учебно-методическое пособие относится к первой части 
курса электродинамики и посвящено двум наиболее трудным 
для понимания разделам — с п е ц и а л ь н о й  т е о р и и  о т -
н о с и т е л ь н о с т и  и  т е о р и и  э л е к т р о м а г н и т н о г о 
п о л я, формирующим новые представления о пространстве 
и времени и  о физических полях. 
приводятся четырехмерная и трехмерная записи уравне-
ний электромагнитного поля. рассматриваются электромаг-
нитные поля в конкретных случаях.
пособие соответствует учебной программе курса «Электро-
динамика» и содержит краткое изложение основных теоре-
тических положений с соответствующим математическим 
аппаратом и образцы решения задач по каждой теме.
Материал пособия разбит на восемь тем, к которым даны 
контрольные вопросы и задания в соответствии с планом 
контрольных мероприятий по программе курса. к заданиям 
для самостоятельного решения даются ссылки на источники 
с аналогичными примерами.
4специальная теория относительности
Исторические предпосылки создания специальной теории 
относительности. новый принцип относительности. относи-
тельность одновременности.
Интервал. Инвариантность интервала. преобразование 
лоренца. сложение скоростей. сокращение длин и замедление 
хода часов. классификация интервалов.
Релятивистская механика
принцип наименьшего действия. действие для свободной 
частицы. Функции лагранжа и гамильтона. Импульс и энер-
гия частицы. релятивистское уравнение динамики.
о движениях со скоростями, большими скорости света. 
тахионы.
Четырехмерная геометрия. пространство-время физиче-
ских событий. скаляры, векторы, тензоры. операция сверт-
ки. дифференцирование и интегрирование в четырехмерном 
пространстве.
ковариантная запись уравнений механики. Четырехмер-
ные скорость, ускорение, импульс, сила. преобразование 
энергии и импульса.
Уравнения электромагнитного поля
заряд частицы и потенциалы электромагнитного поля. 
действие для заряда в электромагнитном поле. Уравнение 
движения для заряда в электромагнитном поле. напряжен-
ности электрического и магнитного полей. сила лоренца. 
Функции лагранжа и гамильтона для заряда в электро-
магнитном поле.
ОснОвные теРетические вОпРОсы
5тензор электромагнитного поля и преобразование полей. 
Инварианты поля. классификация полей.
Уравнения электромагнитного поля. Четырехмерная и 
трехмерная записи уравнений. Интегральная форма записи 
уравнений электромагнитного поля. постановка задач теории 
электромагнитного поля. граничные условия. Единственность 
решения уравнений электромагнитного поля. закон сохра-
нения энергии с учетом электромагнитного поля. плотность 
энергии и плотность потока энергии электромагнитного поля.
потенциалы электромагнитного поля. Уравнения электро-
магнитного поля для потенциалов. неоднозначность потенци-
алов. Условие калибровки. калибровка лоренца и калибровка 
кулона. Уравнения для потенциалов в этих калибровках.
Электромагнитное поле в конкретных случаях
Электростатика. Электромагнитное поле неподвижных 
зарядов. основная задача электростатики. Энергия поля в 
электростатике. Элементарный электрический заряд и бес-
конечность энергии электростатического поля элементарного 
заряда в классической электродинамике.
Магнитостатика. Электромагнитное поле постоянных 
токов. основная задача  магнитостатики. Энергия поля для 
магнитостатических явлений. линейные токи. поле системы 
линейных токов. взаимоиндукция и самоиндукция.
о квазистационарных явлениях.
Электромагнитные волны. Электромагнитное поле в отсут-
ствие источников. основные характеристики электромагнит-
ных волн. плоские и сферические волны. Электромагнитные 
волны в волноводах.
излучение электромагнитных волн. Электромагнитное 
поле переменных источников. запаздывающие потенциалы. 
опережающие потенциалы.
поле ограниченной системы периодических источников. 
статическая, индукционная и волновая зоны. дипольное 
излучение. Магнитнодипольное и квадрупольное излучения.
6Электромагнитное поле и излучение движущихся заря-
дов. потенциалы лиенара — вихерта для поля движущегося 
заряда. напряженности поля движущегося заряда. поле, 
связанное с зарядом, и поле излучения. Излучение ускоренно 
движущегося заряда.
потери энергии на излучение в линейных и циклических 
ускорителях. 
рассеяние электромагнитной волны свободным зарядом.
торможение излучением. лоренцевская сила трения из-
лучением. Естественная ширина спектральных линий.
71. спеЦиалЬная теОРия 
ОтнОсителЬнОсти
в основе специальной теории относительности лежит но-
вый принцип относительности, включающий два постулата:
1) все явления природы протекают одинаково в различных 
инерциальных системах отсчета (при одинаковых начальных 
условиях);
2) существует предельная скорость распространения лю-
бых взаимодействий, равная скорости света в вакууме и не 
зависящая от движения взаимодействующих тел.
Математическим выражением нового принципа относи-
тельности является утверждение о независимости величины 
интервала между событиями от того, с точки зрения какой 























) в одной системе 
отсчета, а  – ин-
тервал между этими же событиями в другой системе отсчета. 
таким образом, новый принцип относительности фактически 
утверждает, что пространство и время образуют единый че-
тырехмерный псевдоевклидовый континуум.
с новым  принципом относительности не согласуются пре-
образования галилея, описывающие переход от одной инер-
циальной системы отсчета к другой в классической физике:
 t = t′, x = x′ + Vt′, y = y′, z = z′.  (1.2)
здесь t, x, y, z – временная и пространственные координаты 
в первой системе отсчета, а t′, x′, y′, z′ — временная и про-
странственные координаты во второй системе отсчета, движу-
щейся относительно первой со скоростью V в положительном 
направлении оси x. новому принципу относительности от-
8вечают преобразования координат и времени, называемые 
преобразованиями лоренца:
   (1.3)





в выражении (1.4) l
0
 — длина отрезка в системе отсчета, где 
этот отрезок покоится (собственная длина отрезка), а l — его 
длина в системе отсчета, где он движется со скоростью V. 
соответственно T
0
  в (1.5) есть промежуток времени, отсчи-
тываемый по неподвижным часам, а T — соответствующий 
промежуток времени по движущимся часам.
другим следствием преобразований лоренца (1.3) явля-















 — компоненты его скорости в другой си-
стеме отсчета, движущейся относительно первой со скоростью 
V в положительном направлении оси x. соотношения (1.6) 
дают фактически релятивистский закон сложения скоростей: 













) и системы отсчета V.
отметим еще, что если имеется два движущихся тела, то 
под относительной скоростью этих тел понимается скорость 
одного тела в системе отсчета, связанной с другим телом.
9Задачи
1.1. Используя формулы преобразования для скорости, 
получить выражение, описывающее изменение направления 
распространения света при переходе из одной инерциальной 
системы отсчета в другую (явление аберрации света)1.
Ответ. 
при V << c    получаем .
(ϑ — угол между направлением луча света и направлением 
скорости второй (штрихованной) системы отсчета относительно 
первой.)
1.2. равномерно светящийся куб движется параллельно 
одному из своих ребер. как будет выглядеть изображение 
куба, если фотографирование происходит в момент, когда куб 
пролетает над фотоаппаратом? считать, что куб виден под 
малым телесным углом, вследствие чего лучи, приходящие 
от разных точек куба, можно считать параллельными2.
! наряду с лоренцевским сокращением принять во внимание 
конечность скорости распространения света, а также тот факт, 
что на фотопластинке изображение создается световыми сигна-
лами, пришедшими одновременно; для объемного тела такие 
сигналы были испущены разными точками тела в различные 
моменты времени.
Ответ: куб будет выглядеть так, как если бы он был повернут 
на угол α = arcsin (V/c).
1.3.  стержень, параллельный плоскому экрану, движется 
вдоль своей оси с большой скоростью относительно экрана и 
с малой скоростью опускается на экран, оставаясь параллельным 
ему. в экране вдоль проекции траектории стержня вырезана 
1 см.: Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. теоретическая физика. М. : наука, 1988. 
т. 2 : теория поля. с. 27–28.
2 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
М. : наука, 1970. № 581; Успехи физических наук. 1964. т. 84, № 1. с. 183.
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прорезь меньшей длины, чем длина стержня. благодаря ло-
ренцевскому сокращению при достаточной скорости движе-
ния и надлежащим образом выбранным начальным условиям 
стержень пройдет через прорезь в экране (см. рисунок).
в системе отсчета, связанной со стержнем, сокращение 
испытывает прорезь (которая и без того короче длины стерж-
ня). пройдет ли в этом случае стержень через экран? Если 
пройдет, то как это происходит?
Решение. в лабораторной (условно неподвижной) систе-
ме отсчета 0  стержень движется, оставаясь параллельным 
экрану. сокращение длины стержня определяется продольной 
скоростью v:
 
при достаточно большой скорости vC эта величина будет 
меньше l
2
 и стержень пройдет через отверстие.
Моменты времени t
a
  и t
b
  пересечения концами стержня 
экрана в этой системе отсчета равны друг другу:   
 ,
где H — первоначальная высота стержня над экраном.
Моментам времени t
a
  и t
b
 в системе отсчета O′, связанной 
со стержнем и движущейся вдоль оси x со скоростью vC от-
носительно системы отсчета 0, отвечают моменты времени










  > t′
b
таким образом, в этой системе отсчета правый конец 
стержня пересекает ось x раньше левого конца. стержень, 
следовательно,  движется наклонно и, несмотря на длину, 
большую длины прорези, проходит через нее. Физический 
результат – прохождение стержня через прорезь – остается 
одинаковым в обеих системах отсчета.
Задания для самостоятельного решения
1.3—1.73
1.8. на расстоянии 100 световых лет от земли вспыхивает 
звезда. Через 80 лет после этого события на земле выходит 
каталог новых звезд. показать, что эти два события связаны 
пространственноподобным интервалом, и найти систему от-
счета, в которой события происходят одновременно, а также 
системы отсчета, в которых порядок следования событий 
меняется.
Ответ: Искомая система отсчета движется от звезды к земле 
со скоростью 0,8 с.
3 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
М. : наука, 1970. № 551, 560, 559, 572, 573.
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в механике, основанной на новом принципе относитель-
ности, импульс р и энергия Е движущейся частицы связаны 
с ее скоростью V иными соотношениями, чем в классической 
физике:
  (2.1)
где m — масса частицы. покоящаяся частица обладает энер-
гией покоя E
0
 = mc2. кинетическая энергия частицы (энергия, 
связанная с движением) является разностью между энергией 
E и энергией покоя:
  (2.2)
Энергия E и импульс p являются компонентами одного 
4-мерного вектора pi = (E/c, p) и, следовательно, при пере-
ходе от одной инерциальной системы отсчета к другой пре-
образуются по формулам преобразования лоренца. квадрат 
4-мерного импульса pi, как квадрат любого 4-мерного векто-
ра, является релятивистским инвариантом; для 4-мерного 
импульса  pi этот инвариант определяется массой частицы
 pip
i 
= (E/c)2 – p2
 
= mc2. (2.3)
Энергия и абсолютная величина импульса фотона в ваку-
уме связаны с его частотой формулами
  (2.4)
полные энергия и импульс замкнутой системы частиц 
сохраняются.
релятивистским аналогом основного уравнения динамики 




где F  — сила, действующая на частицу.
Задачи
2.1. поток монохроматических µ-мезонов, родившихся в 
верхних слоях атмосферы, падает вертикально вниз. найти 
отношение интенсивности потока на высоте H к его интен-
сивности на уровне моря, считая, что ослабление происходит 
только за счет естественного распада. рассмотреть случай, 
когда H = 3 км, E = 4,2 · 108 эв. среднее время жизни по-
коящегося µ-мезона τ
0
 = 2,2 · 10–6 с1.
Решение. ослабление интенсивности потока за счет есте-
ственного распада частиц описывается формулой
 I(t) = I
нач
exp (–t/τ),





тенсивность потока на высоте H; I(t) = I
0 
— интенсивность 
на уровне моря; t — время движения частиц с высоты H до 
уровня моря: t = H/V, где V — скорость частиц; τ — время 
жизни частиц в системе отсчета, где частицы движутся со ско-
ростью V. время жизни τ связано со временем жизни частиц 
τ
0
 в системе отсчета, где частицы покоятся (собственным вре-
менем жизни), соотношением . подставляя 
эти значения и выражая скорость частиц через их энергию 
, получаем
 
Если бы не было релятивистского замедления времени, 
то получили бы
 
1 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
М. : наука, 1970. № 630.
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наблюдения согласуются с первым результатом и тем 
самым дают прямое доказательство существования реляти-
вистского замедления хода движущихся часов.
2.2. сравнить энергии частиц в пучках в обычном ускори-
теле и ускорителе на встречных пучках, считая, что относи-
тельные скорости сталкивающихся частиц в обоих случаях 
одинаковы. Из общей формулы получить нерелятивистский 
и ультрарелятивистский пределы.
Решение. в обычном ускорителе энергия частиц, бомбар-
дирующих неподвижную мишень, связана с их скоростью 
соотношением
 
в данном случае скорость V
1






в ускорителе на встречных пучках энергия частиц в 
каждом из пучков E
2





 уже не является относительной скоростью 
сталкивающихся частиц. относительной скоростью стал-
кивающихся частиц будет  скорость частиц одного пучка в 





















) в выражение для E
1








в нерелятивистском предельном случае (E
кин
 << mc2) имеем
 
таким образом, для этого случая ускоритель на встречных 
пучках дает выигрыш в энергиях пучков всего в 4 раза. Это 
и понятно: в этом случае энергия является квадратичной 
функцией скорости Eкин = mV2/2, а относительная скорость 
летящих навстречу друг другу с одинаковыми скоростями 
частиц равна V
2
отн = 2 V
2
.
в ультрарелятивистском случае (E >> mc2) из общей 
формулы имеем
 .
таким образом, в этом пределе ускоритель на встречных 
пучках дает выигрыш в (2E
2
/mc2) раз. для электронного 
ускорителя mc2 ≈ 0,5 Мэв и при энергии пучков  E
2
 ≈ 50 Мэв 
ускоритель на встречных пучках эквивалентен обычному 
ускорителю на 10 000 Мэв.
2.3. заряженная частица ускоряется постоянным электри-
ческим полем. определить зависимость пройденного пути и 
скорости от времени2.
2.4. на покоящуюся частицу налетает другая частица, 
в результате чего порождаются частицы с суммарной массой, 
большей, чем сумма масс сталкивающихся частиц. опреде-
лить минимальную кинетическую энергию, достаточную для 
2 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 692.
3 см.: там же. № 651.
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осуществления такой реакции (порог реакции)3.
Решение. до столкновения в лабораторной системе отсче-





 — массы покоящейся и налетающей частиц, а p
2 
— им-
пульс налетающей частицы. тогда квадрат длины 4-мерного 
импульса до столкновения 
 
при минимальной энергии, требуемой для реакции, в си-
стеме центра инерции образовавшиеся частицы покоятся, 
т. е. в этой системе отсчета энергия образовавшихся частиц 
равна Mc2, где M — масса образовавшихся частиц, а их 
импульс равен нулю. квадрат длины 4-мерного импульса 
после столкновения в системе центра инерции будет равен 
. поскольку 4-мерный импульс при столкновениях 
сохраняется, а его квадрат не зависит от системы отсчета, то 
 
так как , то 
  
2.5. γ-квант рассеивается на покоящемся электроне. опре-
делить частоту рассеянного γ-кванта в зависимости от угла рас-
сеяния. рассмотреть нерелятивистский и ультрарелятивист-
ский пределы.
Решение. запишем законы сохранения энергии и импульса 
при рассеянии:
 
здесь ω и ω′ — частоты γ-кванта до и после рассеяния, k и k′ — 
соответствующие волновые векторы, p — импульс электрона, 
приобретенный им после рассеяния γ-кванта. выражая p из 
второго равенства и подставляя в первое, получаем
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 (iω – iω′ + mc2)2 = m2c4 + (ik)2c2 + (ik′)2c2 –2i2kk′cοs ϑ · c2 
где ϑ — угол между направлением падающего и рассеянного 
γ-квантов (угол рассеяния). Учитывая, что для света k = ω/c, 
k′ = ω′/c, находим
 
Эта формула описывает эффект комптона – изменение часто-
ты света при рассеянии.
Если энергия γ-кванта мала по сравнению с энергией покоя 
электрона (iω << mc2), то в главном приближении частота при 
рассеянии не меняется: iω′ ≈ iω. в общем же случае за счет 
передачи энергии и импульса электрону частота рассеянного 
γ-кванта отличается от частоты падающего. в ультрареляти-
вистском пределе (iω >> mc2) частота рассеянного γ-кванта 
вообще не зависит от частоты падающего кванта
 
соответствующая длина волны при этом равна
 
величина (h/mc) называется комптоновской длиной волны.
Задания для самостоятельного решения
2.6—2.174
4 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 621, 622, 623, 625, 626, 640, 641, 642, 645, 652, 654, 664.
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с п е ц и а л ь н а я  т е о р и я  о т н о с и т е л ь н о с т и
1. Что такое инерциальная система отсчета?
2. принцип относительности галилея и новый принцип 
относительности (принцип относительности Эйнштейна).
3. как определяется одновременность событий в специ-
альной теории относительности? показать, что события, одно-
временные в одной системе отсчета, будут неодновременными 
в другой системе отсчета.
4. доказать, что величина интервала между событиями 
не зависит от системы отсчета.
5. опираясь на инвариантность интервала,  вывести пре-
образования лоренца.
6. длина отрезка. показать, что движущиеся отрезки ис-
пытывают сокращение.
7. показать, что движущиеся часы замедляются.
8. получить формулы преобразования для скорости. по-
казать, что, складывая две скорости, меньшие или равные 
скорости света, мы получим скорость, также меньшую или 
равную скорости света.
9. классификация интервалов. какими интервалами свя-
заны события, происходящие с одним телом?
10. собственное время. связь бесконечно малого проме-
жутка собственного времени со временем в системе отсчета, 
где тело движется со скоростью V.
р е л я т и в и с т с к а я  м е х а н и к а
1. принцип наименьшего действия. Функция лагранжа. 
выражения для импульса и энергии через функцию ла-
гранжа. Уравнения движения в форме лагранжа. Функция 
гамильтона.
контрольные вопросы и задания
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2. обосновать выбор действия для свободной материальной 
частицы. определить релятивистскую функцию лагранжа 
для свободной материальной частицы.
3. с помощью релятивистской функции лагранжа для 
свободной материальной частицы найти выражения, связы-
вающие импульс и энергию со скоростью. как связана со 
скоростью кинетическая энергия в релятивистском случае? 
определить релятивистскую функцию гамильтона для сво-
бодной материальной частицы.
4. основное уравнение динамики в релятивистском случае. 
как ускорение связано с силой в релятивистском случае? 
определить коэффициент пропорциональности между силой 
и ускорением для силы, перпендикулярной и параллельной 
скорости.
5. законы сохранения энергии и импульса в релятивист-
ском случае.
6. допускает ли специальная теория относительности воз-
можность каких-либо движений со скоростями, большими, 
чем скорость света? Что такое тахионы?
20
Электромагнитное поле (ЭМп) описывается либо потен-
циалами ϕ и A, либо напряженностями E и H. потенциалы 
поля составляют 4-мерный вектор — 4-мерный потенциал 
электромагнитного поля Ai = (ϕ, A) и, следовательно, при 
переходе от одной инерциальной системы отсчета к другой 
преобразуются как компоненты 4-мерного вектора
     (3.1)
напряженности электромагнитного поля E и H определя-
ют силу, действующую на заряженную частицу, и составля-
ют один антисимметричный тензор второго ранга – тензор 
электромагнитного поля Fik:
  (3.2)
при переходе от одной инерциальной системы отсчета к 
другой напряженности поля преобразуются как компоненты 
антисимметричного тензора второго ранга
  (3.3)
существует два квадратичных инварианта поля













 = –8(EH). (3.4)
здесь eiklm — единичный полностью антисимметричный тен-
зор. существует три класса электромагнитных полей: электро-
подобные поля (H2 – E2 < 0), магнитоподобные поля (H2 – E2 > 
0)  и светоподобные поля (H2 – E2 = 0).
Уравнение движения для заряда e в электромагнитном 
поле имеет вид
  (3.5)
Это 4-мерное равенство содержит в себе 3-мерное уравнение 
движения заряженной частицы под действием силы лоренца 
(при i = 1, 2, 3):
  (3.6)
и уравнение, описывающее изменение энергии частицы E при 
движении в электромагнитном поле (при i = 0):
 . (3.7)
законы, лежащие в основе физики электромагнитных яв-
лений, записываются в виде уравнений электромагнитного 
поля, которые в 4-мерной форме имеют вид
                   , (3.8)
                   ,
где ji = (cρ, j) — 4-мерный вектор плотности тока (ρ и j  — 
плотность заряда и 3-мерная плотность тока).
в трехмерной форме уравнения (3.8) принимают привыч-
ный вид четырех уравнений для напряженностей электро-
магнитного поля E и H: 
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 , (3.9)
каждое из которых выражает собой один из законов, определя-
ющих физику электромагнитных явлений. Именно уравнения 
(3.9) обычно называют у р а в н е н и я м и  э л е к т р о м а г -
н и т н о г о  п о л я  (часто просто уравнениями Максвелла).
напряженности поля выражаются через потенциалы сле-
дующим образом:
   (3.10)
или в четырехмерной форме
  (3.11)
подставляя эти представления полей в уравнения электро-
магнитного поля, можно получить уравнения для потенциалов 
поля.
Задачи
3.1. пользуясь тем, что напряженности ЭМп составляют 
антисимметричный тензор второго ранга, получить формулы 
преобразования полей.











3.3. найти потенциалы электромагнитного поля равно-
мерно и прямолинейно движущегося заряда1.
1 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
М. : наука, 1970. № 610.
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Решение. в системе отсчета O′, связанной с зарядом, по-




перейдем в систему отсчета O, в которой заряд движется 
со скоростью V в положительном направлении оси x. тогда 
из (3.1) следует
 
подставляя в r′ компоненты x′, y′, z′, выраженные через 




3.4. найти напряженности поля заряда, движущегося 
с постоянной скоростью. показать, что поля «сплющиваются» 
в направлении движения2.
Решение. Используя найденные в предыдущей задаче 
потенциалы, напряженности поля можем найти с помощью 
формул (3.10). поскольку в потенциалы ϕ и A зависимость от 
2 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 610, 611.
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t входит только через x – Vt, то . тогда
 
выражения для напряженностей поля можно записать 
в несколько ином виде, вводя вектор R = (x – Vt, y, z), на-
правленный от заряда в точку наблюдения (рис. 1).
рис. 1. движущийся заряд в лабораторной системе отсчета  
и выбранная система пространственных координат
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т о г д а  ( x  –  V t ) 2  +  ( 1  –  V 2 / c 2 )  ( y 2  +  z 2 )  = 
R 2  –  ( V 2/ c 2 )  ( y 2  +  z 2 )  =  =  R 2 ( 1  –  ( V 2/ c 2 )  s i n 2ϑ )
и напряженности поля запишутся в виде
 
отсюда следует, что при малых скоростях (V << c) напря-
женность электрического поля примерно одинакова по всем 
направлениям и равна напряженности поля покоящегося 
заряда:
 
кроме того, появляется еще магнитное поле 
 H = (1/c) [V × E].
при больших же скоростях величина напряженности поля 
начинает зависеть от направления. в частности, вдоль и про-
тив направления движения поле E уменьшается по сравнению 
со значением для покоящегося заряда
 
а в поперечных направлениях, наоборот, возрастает:
 
таким образом, поле как бы “сплющивается” в направле-
нии движения (рис. 2).
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рис. 2. «сплющивание» поля движущегося заряда
длина стрелок на этих рисунках соответствует в условных 
единицах величине напряженности электрического поля в 
данном направлении.
3.5. в некоторой системе отсчета электрическое и маг-
нитное поля перпендикулярны друг другу (EBH). найти 
систему отсчета, в которой есть только электрическое или 
только магнитное поле. всегда ли задача имеет решение и 
единственно ли оно?3.
Решение. так как I
1
 = 2(H2 – E2) — инвариант, то система 
отсчета, в которой существует только электрическое поле, 
будет существовать лишь при условии E > H. переписывая 
формулы (3.3) для обратного преобразования
 ,
или в векторном виде
 ,
и полагая H′ = 0, находим
 
Умножая это равенство на E векторно и учитывая, что [E 
× × [V × E]] = VE2 – E(VE), получаем уравнение для опреде-
ления V
 VE2 – E (VE) = c [E × H].
3 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 605, 432.
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4 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 604; Алексеев А. И. сборник задач по классической электродинамике. М. : 
наука, 1977. № 431.
скорость искомой системы отсчета должна лежать в пло-
скости, перпендикулярной вектору H, так как компонента 
напряженности магнитного поля, параллельная вектору V, 
не меняется при переходе в новую систему отсчета. в част-
ности, если в этой плоскости взять направление, перпендику-
лярное вектору E (т. е. искать систему отсчета среди систем, 
движущихся перпендикулярно плоскости векторов E и H), 
то получаем
 V = c [E × H]/E2.
величина электрического поля в этой системе отсчета на-
ходится с помощью формул (3.5), в которые нужно подставить 
найденную скорость:
 
отметим, что магнитное поле будет равно нулю и в систе-
мах отсчета, движущихся в плоскости, перпендикулярной 
вектору H, под произвольным углом к вектору е, лишь бы 
компонента скорости, перпендикулярная вектору е, равня-
лась найденному значению.
совершенно аналогично можно показать, что при E < H 
существует система отсчета, в которой есть только магнитное 
поле. при этом перпендикулярная плоскости векторов  е и H 
компонента скорости этой системы отсчета должна быть равна 
V = c[E × H]/H2, а магнитное поле в такой системе отсчета .
Задания для самостоятельного решения
3.6—3.74
3.8. найти напряженности поля равномерно прямолиней-
но движущегося заряда с помощью формул преобразования 
напряженностей поля (3.3).
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контрольные вопросы и задания
1. 4-мерное пространство-время физических событий. 
расстояние между точками в таком пространстве. какому 
преобразованию координат отвечает переход от одной инер-
циальной системы отсчета к другой?
2. вывести уравнения механики в ковариантной форме 
для свободной материальной точки на основе принципа наи-
меньшего действия.
3. 4-мерная скорость. вычислить компоненты. показать, 
что 4-мерная скорость — единичный вектор.
4. 4-мерное ускорение. вычислить компоненты 4-мерного 
ускорения. показать, что 4-мерное ускорение ортогонально 
4-мерной скорости.
5. 4-мерный импульс и его компоненты. преобразование 
энергии и импульса при переходе от одной системы отсчета 
к другой.
6. 4-мерная сила. ковариантная форма записи уравнения 
механики и ее связь с трехмерной записью.
7. действие для заряда в ЭМп. получить уравнения 
движения заряда в ЭМп.
8. 4-мерный потенциал поля. тензор ЭМп. преобразова-
ние потенциалов и напряженностей поля.
9. Инварианты ЭМп. классификация полей.
10. плотность заряда и тока для системы точечных заря-
дов. записать действие, описывающее взаимодействие заряда 
с полем, через плотности заряда и тока. 4-мерная плотность 
тока. преобразование плотности заряда и плотности тока при 
переходе от одной системы отсчета к другой.
11. действие для ЭМп. обосновать его вид.
12. получение уравнений ЭМп из принципа наименьшего 
действия.
13. расписать уравнения ЭМп в 4-мерном виде через трех-
мерные величины.
14. Интегральная форма записи уравнений ЭМп.
15. показать, что из уравнений ЭМп следует возможность 
представления напряженностей поля через потенциалы. Урав-
нения для потенциалов.
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16. связь напряженностей ЭМп с потенциалами. Уравне-
ния для потенциалов. калибровка лоренца и уравнения для 
потенциалов в калибровке лоренца.
17. калибровка кулона. Уравнения для потенциалов в 
калибровке кулона.
18. граничные условия для полей на границах раздела.
19. показать, что в уравнениях ЭМп содержится закон 
сохранения энергии с учетом ЭМп. плотность энергии ЭМп 
и плотность потока энергии ЭМп.
20. при каких условиях уравнения ЭМп имеют един-
ственное решение?
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для неподвижных зарядов уравнения электромагнитного 
поля принимают вид
 div E = 4πρ,       rot E = 0.       (4.1)
безвихревой характер поля позволяет ввести скалярный 
потенциал электрического поля: E = –grad ϕ, для которого 
получаем уравнение пуассона
 ∆ϕ = –4πρ (4.2)
основная задача электростатики состоит в нахождении 
поля (потенциала или напряженности) по заданному распреде-
лению зарядов (прямая задача) и в отыскании распределения 
зарядов, создающего заданный потенциал (обратная задача).
при заданных граничных условиях основная задача 
электростатики имеет единственное решение.
решение прямой задачи электростатики может быть пред-
ставлено в виде интегралов, если известна функция грина для 
соответствующей граничной задачи для уравнения пуассона. на-





, внутри которой ищется решение, то для нахождения 
потенциала ϕ имеем задачу дирихле для уравнения пуассона:
 ∆ϕ = –4πρ  (4.3)




Функция грина для этой задачи определяется как функ-
ция G(r, r′), удовлетворяющая задаче
 ∆r′G(r, r′) = –4πδ(r – r′),    (4.4)
 G(r, r′)U
S′ = 0
подчеркнем, что для данной задачи вид функции грина 
целиком определяется геометрией рассматриваемой области.
4. ЭлектРОстатика
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с помощью формулы грина
  (4.5)
полагая u(r′) = ϕ(r′), v(r′) = G(r, r′), находим
  (4.6)
Это выражение и дает решение прямой задачи электро-
статики в случае заданного на границе области значения 
потенциала. потенциал при этом представляется как сумма 
вкладов от зарядов, расположенных внутри рассматриваемой 
области (первое слагаемое в правой части), и вклада от за-
данного потенциала на границе (второе слагаемое).
Если на границе области задан не потенциал, а нормальная 
компонента напряженности электрического поля, то возни-
кает задача неймана для уравнения пуассона:
  (4.7)
Функция грина для этой задачи определяется равенствами
  (4.8)
тогда для ϕ(r) с помощью формулы грина (4.5) получаем
  (4.9)
где ϕ  = const — среднее значение потенциала ϕ на поверх-
ности S, которое может быть выбрано произвольно.
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таким образом, решение прямой задачи электростатики 
сводится к решению более простой задачи для функции грина 
и последующему вычислению интегралов.
Функцию грина задачи дирихле для уравнения пуассона 
для многих областей удается просто подобрать исходя из ее 
физического смысла. Из (4.4) следует, что эта функция грина 
имеет смысл потенциала точечного заряда величиной 1, нахо-
дящегося в некоторой точке внутри рассматриваемой области, 
при условии, что граница области заземлена. в частности, 
функция грина для задачи дирихле для всего пространства 
равна 1/|r – r′|. тогда в случае пространственно ограниченного 
распределения заряда, находящегося в безграничном про-
странстве (в этом случае на бесконечности потенциал спадает 
до нуля), имеем
  (4.10)
решение обратной задачи электростатики формально да-
ется равенством
  (4.11)
однако вычисление ∆ϕ(r) нужно проводить осторожно: 
в точках, где потенциал ϕ(r) имеет полюсную особенность, 
могут находиться точечные заряды. Если выделить такую 
полюсную особенность ϕ
q
(r) = q/|r – r′|, то вычисление вклада 
от нее в ρ
 
(r) производится по формуле
  (4.12)
на границе раздела двух сред в электростатике выпол-
няются следующие условия (E
n 
— проекция напряженности 
поля на нормаль к границе раздела):







где σ — поверхностная плотность зарядов на границе, а нор-
маль направлена из первой среды во вторую.
Задачи
4.1. пусть в безграничное пространство помещена про-
странственно ограниченная система зарядов. написать раз-
ложение для потенциала на расстояниях, больших по срав-
нению с размерами области, занятой зарядами. выяснить 
физический смысл различных членов разложения.
Ответ:
 
где q = “ ρ(r′)dr′ — полный заряд системы,
p = “ ρ(r′)r′dr′ — электрический дипольный момент системы.
4.2. полупространство заряжено с плотностью ρ (r), а 









 – радиус-вектор точки на этой 
плоскости. определить потенциал электрического поля (за-
писать ϕ(r) в виде интегралов).
Решение. для определения потенциала нужно решить 
задачу дирихле (4.3) для уравнения пуассона в полупро-
странстве, занятом зарядами. решение такой задачи может 
быть записано через интегралы (см. (4.6)), если известна 
функция грина G(r, r′) для данной задачи, определяемая со-
отношениями (4.4). вспоминая физический смысл функции 
грина, видим, что для данной задачи функцией грина будет 
потенциал единичного точечного заряда, находящегося в 
рассматриваемом полупространстве, отделенном от другого 
полупространства бесконечной проводящей заземленной пло-




где r′∗ — радиус-вектор точки, зеркально симметричной точке 
r′ по отношению к заземленной плоскости. 
тогда с помощью (4.6) имеем 
рис. 1. определение потенциала методом изображений
4.3. область в виде бесконечного плоского слоя конечной 
толщины заряжена с плотностью ρ (r), а на ее границах под-













). определить потенциал электрического поля внутри 
слоя (записать его в виде интегралов).
! найти методом изображений функцию грина для плоского 
слоя и воспользоваться формулой (4.6).
4.4. на некотором расстоянии от проводящей заземленной 
сферы находится точечный заряд (рис. 2). определить потен-
циал электрического поля. определить также поверхностную 
плотность индуцированных на сфере зарядов1.
1 см. аналогичную задачу: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач 
по электродинамике. М. : наука, 1970. № 153.
рис. 2. определение потенциала электрического поля
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Решение.  потенциал ϕ (r) определяется задачей вида (4.3)





 = (R, ϑ, φ) = 0,
где r, ϑ, φ — сферические координаты точки r.
кроме того, потенциал ϕ должен спадать на бесконечности 
вследствие ограниченности полной системы зарядов в данной 
задаче (точечный заряд плюс заряды, индуцированные на сфере)
 ϕ (r, ϑ, φ)  0.
далее, из-за аксиальной симметрии задачи потенциал ϕ  не 
должен зависеть от угла поворота вокруг оси, соединяющей 
центр сферы и точечный заряд q:
 ϕ (r, ϑ, φ) = ϕ (r, ϑ)
разобьем ϕ (r) на потенциал ϕ
1
 точечного заряда  и по-
тенциал ϕ
2




 ∆ϕ1(r) = –4πqδ(r – r0),   
 ϕ1|∞ = 0
и равен  q/|r – r
0 




 ∆ϕ2 = 0
 ∆ϕ
2
 (R, ϑ, φ) = –ϕ
1
 (R, ϑ, φ) = ,
 ϕ
2
 (r, ϑ, φ)  0,
 ϕ
2
 (r, ϑ, φ) = ϕ
2
 (r, ϑ)
общее решение уравнения лапласа в сферических коорди-
натах может быть найдено методом разделения переменных 
и записывается в виде
 ϕ
2











 — произвольные коэффициенты, которые должны быть 
определены из граничных и других дополнительных условий.
Из условия спадания ϕ
2
 при r → ∞  следует, что C
im
 = 0. 
Условие независимости ϕ
2
 от φ означает, что D
lm







0(x) — полиномы лежандра.
коэффициенты D
l
 определяются с помощью оставшегося 
условия на границе сферы:
  (*)
в правой части этого равенства стоит функция от cos ϑ, 
а в левой части — ее разложение в ряд Фурье по полиномам 
лежандра. коэффициенты этого разложения находятся по 
обычным формулам для коэффициентов ряда Фурье.
однако в данном случае можно определить D
l
 и более 
простым способом. дело в том, что правую часть последнего 
равенства можно переписать в виде
 
а функция (1 – 2xcos ϑ + x2)–1/2 является производящей функ-
цией для полиномов лежандра (при x < 1):
 
тогда правую часть равенства (*) для определения коэф-
фициентов можно записать в виде
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вместе с потенциалом точечного заряда ϕ
1
 это выражение 
дает решение поставленной задачи.
покажем еще, что потенциал ϕ
2
 может быть записан в виде 
потенциала точечного заряда, находящегося внутри сферы. 
для этого перепишем его в виде
 
ряд, стоящий в правой части, сворачивается в производя-






* – радиус-вектор точки, лежащей внутри сферы на оси, 
которая соединяет центр сферы и точечный заряд q, и нахо-





таким образом, потенциал наведенных на сфере зарядов 
может быть заменен потенциалом одного заряда-изображения, 
имеющего величину q* = –q(R/r
0
) и лежащего внутри сферы 
в «зеркально симметричной для сферы» точке r
0
*. тем самым 
мы обосновали метод изображений для сферических границ.
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плотность наведенных на сфере зарядов находится по 
формуле
 
4.5. область вне сферы заряжена с плотностью ρ(r), а на 







найти потенциал электрического поля вне сферы (записать 
его в виде интегралов).
! потенциал ϕ(r) можно записать в виде интегралов, если из-
вестна функция грина для рассматриваемой области. в данном 
случае функция грина является потенциалом единичного то-
чечного заряда, находящегося вне заземленной сферы. поэтому 
для ее нахождения надо взять решение предыдущей задачи и 
положить в нем q = 1.
4.6. определить распределение зарядов, создающее элек-
трическое поле с потенциалом ϕ = qe –αr/r.
Решение. ρ(r) находится по формуле (4.11)
 
однако при вычислении оператора лапласа от ϕ нужно 
быть осторожным, так как заданный потенциал ϕ имеет осо-
бенность при r = 0. выделим эту особенность из потенциала ϕ:
 
потенциал ϕ = q (e –αr – 1)/r не имеет особенности, и опера-




 представляет собой потенциал точечного 







 ρ(r) = qδ (r) – e–αr.
таким образом, заданный потенциал создается поло-
жительным зарядом, находящимся в начале координат, и 
окружающим его экранирующим облаком отрицательного 
заряда. нетрудно показать, что суммарный отрицательный 
заряд равен –q.
Задания для самостоятельного решения
4.7—4.112; 4.12—4.153
2 см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по электродинамике. 
№ 70, 71, 147, 151.
3 Алексеев А. И. сборник задач по классической электродинамике. М. : на-
ука, 1977. № 55–58.
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Уравнения электромагнитного поля для поля постоянных 
токов имеют вид
       div H = 0. (5.1)
Если ввести векторный потенциал A (H = rotA) и исполь-
зовать условие калибровки divA = 0, то получаем
    при     div A = 0.  (5.2)
основная задача магнитостатики состоит в нахождении 
магнитного поля по заданному распределению токов (прямая 
задача) и в отыскании распределения токов, создающего за-
данное поле (обратная задача). с помощью функции грина 
для соответствующей задачи решение прямой задачи маг-
нитостатики может быть представлено в виде интегралов, 
аналогично решению прямой задачи электростатики. в част-
ности, для пространственно ограниченного распределения 
токов, находящихся в безграничном пространстве, векторный 
потенциал дается формулой
  (5.3)
тогда напряженность магнитного поля описывается вы-
ражением
  (5.4)





здесь, как и в электростатике, нужно быть осторожным 
при вычислении оператора лапласа от A(r): векторный по-
тенциал может иметь особенности вдоль некоторых линий, 
где протекают линейные токи.
на границе раздела двух сред должно выполняться условие 





 – поверхностная плотность тока.
Задачи
5.1. в безграничном пространстве находится ограничен-
ная система токов. найти магнитное поле на расстояниях, 
больших по сравнению с размерами области, занятой токами.
Решение. в данном случае векторный потенциал постоян-
ного магнитного поля определяется формулой (5.3), в которой 
интегрирование идет по области, занятой токами. для поля 





первый из выписанных интегралов обращается в нуль, 
так как токи текут внутри нашего объема и никуда из него 
не выходят.
второй интеграл перепишем в виде
 ∫ dr′j(r′) (rr′) = ∫ dr′(r′(rj) – [r × [r′ × j]]). 
покажем, что первое слагаемое в правой части равно левой 











 можно записать в виде
 J
1
α = rβ∫ dr′r′β jα(r′) = rβJβα, Jαβ = ∫ dr′r′α jβ(r′).
 J
2
α = rβ∫ dr′r′α jβ(r′) = rβJαβ, 




(r′αj(r′)) = r′αdiv j + (j∇r′)r′α = jβ r′α = jα.
тогда Jαβ можно переписать в виде




(r′βr′α j) = r′αdiv(r′β j) + (r′β j∇)r′α = r′α div (r′βj) + r′β jα
и интеграл от дивергенции равен нулю (он преобразуется в 
поверхностный интеграл, а эта поверхность всегда может быть 





с учетом этого получаем
J
1
 ≡ ∫ dr′j(r′)(rr′) = ∫ dr′r′(rj) – ∫ dr′ [r × [r′ × j]] =  
= –J
1
 – [r × ∫ dr′[r′ × j]],
откуда находим
 
поскольку  есть магнитный момент систе-
мы, то для векторного потенциала на больших расстояниях 
получаем .








таким образом, на больших расстояниях от системы то-
ков поле определяется прежде всего магнитным дипольным 
моментом системы. Учет следующих членов в разложении 
1/|r – r′| приводит к высшим мультипольным вкладам в A(r).
5.2. показать, что в точках пространства, где отсутствуют 
токи, можно ввести скалярный потенциал магнитного поля. 
найти скалярный потенциал магнитного поля прямолиней-
ного тока1.
Решение. в точках, где j = 0, уравнения магнитостатики 
принимает вид 
 rot H = 0,     div H = 0.
Из первого из этих равенств следует, что H можно пред-
ставить в виде градиента некоторой функции — скалярного 
потенциала магнитного поля: H = –gradψ. подставляя это 
выражение во второе уравнение, получим
 ∆ψ = 0,
1 аналогичные задачи см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач 
по электродинамике. № 254; Алексеев А. И. сборник задач по классической 
электродинамике. № 152, 153.
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т. е. скалярный потенциал магнитного поля ψ удовлетворяет 
уравнению лапласа. среди решений этого уравнения нужно 
выбрать такие, чтобы выполнялись уравнения магнитостати-
ки, в частности уравнение rot H = (4π/c)j. проинтегрируем 
это уравнение по поверхности, опирающейся на контур, про-
ходящий через рассматриваемую нами точку и охватывающий 






 — изменение ψ при обходе по контуру, охватыва-
ющему ток J, создающий поле.
таким образом, в точках пространства, где отсутствуют 
токи, можно ввести скалярный потенциал магнитного поля, 
удовлетворяющий уравнению лапласа и дополнительному 
условию






определим скалярный потенциал прямолинейного тока. 
вследствие аксиальной симметрии задачи имеем (в цилин-
дрических координатах:  r, φ, z)
 
так как правая часть последнего равенства не зависит от 
r и z, то ψ (r, φ, z) = ψ (φ). тогда из первого уравнения имеем
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потенциал ψ определен с точностью до постоянной. по-
этому можно положить C
2
 = 0. C
1
 выбираем из дополнитель-
ного условия
 ψ (φ + 2π) – ψ (φ) = C1(φ + 2π) – C1φ = 2πC1 = – J.
окончательно получаем
 
Магнитное поле, найденное по этому потенциалу, —
 
совпадает с известным результатом.
Задания для самостоятельного решения
5.3—5.52
2 см.: Алексеев А. И. сборник задач по классической электродинамике. 
№ 178, 142, 221. 
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Уравнения электромагнитного поля в отсутствие источ-
ников поля (ρ = 0, j = 0) могут быть сведены к следующим:
  (6.1)
Эти уравнения представляют собой волновые уравнения; 
решения их есть волны. для волн в безграничном простран-
стве такие решения существуют лишь при ω = ck, где ω и 
k — соответственно частота и величина волнового вектора 
волны. волны при этом являются поперечными.
в случае, когда волны распространяются вдоль направ-
ляющих поверхностей (например, вдоль волновода), законы 
дисперсии для волн, т. е. зависимости ω = ω(k), и поляризации 
волн могут быть значительно более сложными.
Задачи
6.1. показать, что фаза плоской электромагнитной волны 
инвариантна относительно перехода от одной инерциальной 
системы отсчета к другой. далее, исходя из инвариантности 
фазы электромагнитной волны, найти преобразования для 
частоты (эффект доплера) и волнового вектора (аберрация 
света). рассмотреть продольный и поперечный эффекты до-
плера1.
Решение. Из инвариантности уравнений электромагнит-
ного поля относительно преобразований лоренца следует 
инвариантность волновых уравнений для компонент напря-
женностей поля в отсутствие источников. следовательно, 
6. ЭлектРОМаГнитные вОлны
1 подобные задачи см.: Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. сборник задач по 
электродинамике. М. : наука, 1970. № 574, 575.
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плоская электромагнитная волна в одной системе отсчета Fik = 
aik exp (ikr – – iωt)  будет представлять плоскую волну и в дру-
гой системе отсчета F′np = a′np exp (ik′r′ – iω′t′). тензоры Fik и 
F′np связаны формулами преобразования полей










a′np eik′r′ – iω′t′.
последнее равенство может быть выполнено сразу во все 
моменты времени и во всех точках пространства только в 
случае, если фазовые множители в обеих частях равенства 
совпадают:
 ωt – kr = ω′t′ – k′r′,
т. е. фаза электромагнитной волны должна быть инвариант-
ной относительно преобразований лоренца.





 = (ω/c, –k). поскольку фаза является инвариантом, 
а xi — контравариантный 4-мерный вектор, то k
i
 должен быть 
ковариантным 4-мерным вектором; его контравариантные 
компоненты будут равны ki = (ω/c, k). Частота и волновой 
вектор являются, таким образом, компонентами одного 
4-мерного вектора и, стало быть, преобразуются по формулам 
преобразования компонент 4-мерного вектора
 
вводя угол ϑ между направлением движения системы 
отсчета и направлением распространения волны, запишем 
k
x
 = k cosϑ. Учитывая далее, что для электромагнитных волн 
k = ω/c,  k′ = ω′/c, получаем
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Если считать штрихованную систему отсчета связанной 
с источником (ω′ тогда является собственной частотой источ-
ника), то первая из этих формул описывает эффект доплера, 
а вторая – аберрацию света. точнее, формула, описывающая 
эффект доплера, должна выражать частоту принимаемого 
света (ω) через частоту испущенного света (ω′) и угол, под 
которым свет был испущен в системе отсчета, связанной с при-
емником света (т. е. через угол ϑ, а не ϑ′). такая формула 
легко может быть получена из выписанных выше выражений 
либо непосредственно с помощью обратного преобразования 
для частоты
 
отсюда для продольного эффекта доплера получаем (верх-
ний знак для ϑ = 0, нижний — для ϑ = π)
 
отметим, что ϑ = 0 соответствует свету, распространя-
ющемуся в положительном направлении осей x и x′. такой 
свет в системе отсчета O мы принимаем, когда источник света 
(связанный с системой отсчета O′) движется к нам; частота 
света при этом увеличивается. в случае ϑ = π мы наблюдаем 
свет от удаляющегося от нас источника.
для поперечного эффекта доплера (ϑ = π/2) имеем
 
поперечный эффект доплера, таким образом, дает смеще-
ние частоты в красную сторону и, в отличие от продольного 
эффекта, квадратичен по V/c. отметим, что если рассма-
тривать свет, испущенный перпендикулярно направлению 
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движения в системе отсчета, связанной с источником (ϑ′ = 
π/2), то получим
 
т. е. принимаемая частота окажется смещенной в синюю 
сторону.
6.2. показать, что электромагнитные волны в волноводе 
делятся на два не связанных между собой типа: волны, в ко-
торых равна нулю продольная компонента магнитного поля — 
поперечно-магнитные TM-волны, или E-волны, и волны, в 
которых равна нулю продольная компонента электрического 
поля — поперечно-электрические TE-волны, или H-волны. 
при этом в случае E-волн все компоненты поля могут быть 
выражены через продольную компоненту электрического 
поля, а для H-волн – соответственно через продольную компо-
ненту магнитного поля. найти уравнения, которым удовлет-
воряют продольные компоненты электрического и магнитного 
полей для E- и H-волн. записать граничные условия для этих 
полей в случае волновода с идеально проводящими стенками.
Решение. выберем ось z системы координат вдоль волново-
да и покажем, что для Е-волн (Н
z 
= 0), распространяющихся 
вдоль волновода, —
 [E (x, y, z, t) = E (x, y)exp (–iωt + ikr),









 могут быть выражены через 
Е
z
. для этого запишем уравнения электромагнитного поля
  div E = 0 ⇒       (1)
   (2a)
   (2б)
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   (2в)
 divH = 0 ⇒  (3)
   (4а)
   (4б)
   (4в) 
   
Из уравнений (2a) и (4б) имеем
 
аналогично из (2б) и (4а) следует
 
таким образом, действительно все компоненты поля в этом 
случае могут выражены через Е
z
. Уравнение для определения 
Е
z
 найдем, продифференцировав (4а) по y, а (4б) по x и вы-
чтя из первого второе. Используя затем уравнения (1) и (3), 
получим
 








для Н-волн аналогично можно показать, что Н
z
 удовлет-
воряет такому же уравнению. однако граничным условием 
в этом случае будет условие равенства нулю производной по 
нормали от Н
z






6.3. определить законы диспер-
сии, фазовые и групповые скорости 
для E-волн в волноводе прямоуголь-
ного сечения (см. рисунок).
Решение. для Е-волн компо-
ненты поля выражаются через Е
z
, 




(0, y) = E
z
(a, y) = 0,
E
z
(x, 0) = E
z
(x, b) = 0.
Эта граничная задача может быть решена методом раз-
деления переменных. при этом отличные от нуля решения 
существуют лишь при 
 
поскольку χ2 = ω2/c2 – k2, то законы дисперсии для волн 
имеют вид
 
граничная частота для Е-волн тогда равна 
 
6.4. на плоский экран с бесконечной щелью нормально 
падает электромагнитная волна, поляризованная вдоль щели. 
считая отклонения от геометрической оптики малыми, опре-
делить прошедшее электромагнитное поле и угловое распре-
деление интенсивности дифрагированных электромагнитных 
волн2.
поперечное сечение  
волновода и выбранная  
система координат
2 см. также: Алексеев А. И. сборник задач по классической электродина-
мике. М. : наука, 1977. № 280.
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при этом для определения поля вне области, занятой 
источниками, достаточно рассматривать один векторный по-
тенциал. действительно, в этом случае, как всегда, H = rotA, 
а электрическое поле может быть найдено из уравнения (при 
j = 0) rot H = c–1 (∂E/∂t).
в случае периодических источников, меняющихся с ча-
стотой ω:
 j (r, t) = j(r)e–iωt,
имеем
  (7.3)
для пространственно ограниченной системы источников, 
рассматривая поле на расстояниях, больших по сравнению 
с размерами системы L, в главном приближении по (L/r) << 1 
имеем
  (7.4)





Если размеры системы, создающей поле, малы по сравне-
нию с излучаемой длиной волны (kL << 1), то
  (7.6)





первый из интегралов в фигурных скобках по теореме 
остроградского преобразуется в поверхностный интеграл, 
и поскольку поверхность интегрирования всегда можно вы-
брать вне системы токов, то он равен нулю. Интеграл же во 
втором слагаемом в (7.8) представляет собой электрический 
дипольный момент системы
 ∫ dr′r′ρ(r′) = p. (7.9)
таким образом, на больших расстояниях от системы, 
создающей поле, и для случая, когда размеры системы малы 
по сравнению с излучаемой длиной волны, электромагнитное 
поле прежде всего определяется электрическим дипольным 
моментом системы
  (7.10)
при этом в ближней зоне (kr << 1) для напряженностей 
полей получаем те же выражения, что и для статического 
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дипольного момента (на расстояниях, больших по сравнению 
с размерами диполя).
для нахождения же полей в дальней зоне (kr >> 1) доста-
точно дифференцировать одну экспоненту exp (ikr), что дает
  (7.11)
  (7.12)
средняя по времени мощность, излучаемая в единицу 
телесного угла, равна 
  (7.13)
где ϑ — угол между направлением дипольного момента си-
стемы и направлением излучения. для полной излучаемой 
мощности тогда получаем
  (7.14)
Учет следующих членов разложения по отношению раз-
меров системы к расстоянию до точки наблюдения позволяет 
рассмотреть магнитнодипольное, электрическое квадруполь-
ное и другие излучения.
Задачи
7.1. определить угловое распределение излучаемой мощ-
ности и полную излучаемую мощность для короткой линейной 
антенны с центральным возбуждением. (антенна считается 
короткой, если ее длина мала по сравнению с излучаемой 
длиной волны.)1
Решение. линейная антенна представляет собой систему, 
обладающую дипольным моментом. для короткой антенны 
излучение описывается формулами (7.13) и (7.14), в которые 
1 см.: Джексон Дж. классическая электродинамика. М. : Мир, 1965. с. 302.
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нужно подставить значение дипольного момента, соответству-
ющее нашей задаче (см. рисунок).
дипольный момент может быть рассчитан через ток, 
устанавливающийся в антенне. Этот ток 
должен быть максимален в середине ан-
тенны, куда подводится переменная раз-
ность потенциалов, и равняться нулю на 
концах антенны. для короткой антенны 
можно выбрать простейший линейный 
закон спадания амплитуды тока к концам 
антенны:
 
тогда из закона сохранения заряда 
находим распределение заряда по антенне
 
                              
для дипольного момента имеем
 
подставляя эти значения в формулы (7.13) и (7.14), на-
ходим
 
7.2. определить угловое распределение излучаемой мощ-
ности для длинной антенны (длина антенны сравнима с из-
лучаемой длиной волны или больше ее)2. считать, что под 
действием подводимой разности потенциалов в антенне уста-
навливается волна тока вида
 
короткая  
линейная антенна  
с центральным  
возбуждением
2 см.: Джексон Дж. классическая электродинамика. с. 306.
56
Решение. приведенные выше формулы для дипольного 
излучения неприменимы к данной задаче, так как при их 
получении считалось, что размеры системы малы по срав-
нению с излучаемой длиной волны. поэтому исходим прямо 
из запаздывающих потенциалов. подстановка в них  j(r, t) = 
j(r)e–iωt приводит к выражению
 A(r, t) = A(r)e–iωt,
где
 





где ϑ — угол между антенной и направлением излучения.
для нахождения магнитного поля в дальней зоне доста-
точно дифференцировать только exp (ikr). тогда
 
и для dP/dΩ получаем
 
в случае короткой антенны (kL << 1) это выражение пере-





рассмотрим электромагнитное поле движущегося произ-
вольным образом точечного заряда (рис. 1). оно описывается 




рис. 1. к расчету поля движущегося заряда
плотности заряда и тока в нашем случае 
 ρ(r′, t′) = eδ(r′ – r
0
(t′)), 
 j(r′, t′) = eV(t′)δ(r′ – r
0
(t′)) (8.3)
подставляя их в (8.1) и (8.2), получаем
  (8.4)
8. ЭлектРОМаГнитнОе пОле  
и иЗлУчение ДвиЖУЩиХся ЗаРяДОв
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(8.5)
ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ R(t′) = r – r
0
(t′) = nR(t′), b(t′) =
=V(t′)/c.
Äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òîãäà ïîëó÷àåì
(8.6)
Çäåñü øòðèõ ó δ-ôóíêöèè îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âñåìó
àðãóìåíòó è ó÷òåíî, ÷òî åñëè êîîðäèíàòà r âõîäèò â ïîòåí-
öèàë òîëüêî ÷åðåç R, òî ϕ = n∂ϕ/∂R. Ïåðåõîäÿ äàëåå îò ïåðå-
ìåííîé t′ ê íîâîé ïåðåìåííîé ξ, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì




Èíòåãðèðóÿ òåïåðü âòîðîå ñëàãàåìîå â (8.7) ïî ÷àñòÿì, ïî-
ëó÷èì
(8.9)





аналогичным образом может быть вычислена напряжен-
ность магнитного поля; при этом окажется H = [n × E].
полученные формулы, во-первых, показывают, что поле 
в точке r в момент времени t определяется положением заряда, 
его скоростью β и ускорением β
.
 не в момент наблюдения, а в 
момент времени t′ = t – R/c, отстоящий от момента наблю-
дения на время, в течение которого поле распространяется 
от заряда до точки наблюдения.
во-вторых, из приведенных формул видно, что поле 
состоит из двух физически различных частей. одна из 
них — первое слагаемое в фигурных скобках (8.11) — убы-
вает с удалением от заряда как 1/R2 и имеет радиальные 
составляющие, что характерно для статических полей. Это 
статическое поле, которое заряд переносит вместе с собой (за 
счет движения заряда оно, конечно, теперь меняется со вре-
менем). такое поле не зависит от ускорения заряда и, стало 
быть, есть и у равномерно движущегося заряда.
другая часть поля — второе слагаемое в фигурных скоб-
ках (8.11) — спадает с расстоянием как  1/R и имеет только 
составляющие, перпендикулярные вектору n. Это типичное 
поле излучения (сферические волны), распространяющееся от 
заряда. Эта часть поля пропорциональна ускорению заряда, 
следовательно, заряд излучает электромагнитные волны лишь 
в случае ускоренного движения.
поскольку H = [n × E], то вектор Умова — пойнтинга 
равен
  (8.12)
и для углового распределения излучаемой мощности получаем 
  (8.13)
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подставляя сюда значение величины поля излучения для 
нерелятивистского движущегося заряда, получаем
  (8.14)
где ϑ — угол между ускорением заряда и направлением из-




8.1. выразить потенциалы поля движущегося заряда через 
расстояние до заряда и его скорость в момент создания поля 
(потенциалы лиенара — вихерта).
Ответ:
 
8.2. показать, что в случае равномерно и прямолинейно 
движущегося заряда потенциалы лиенара – вихерта приво-
дят к тому же результату, который получается с помощью 
преобразования потенциалов от системы отсчета, связанной 
с зарядом, к лабораторной системе отсчета (см. задачу 3.3).
Решение.  выберем ось x системы координат вдоль скоро-
сти движения заряда, и пусть в момент времени t = 0 заряд 
находился в точке с координатами r = 0 (рис. 2).





поскольку t′ должно быть меньше t, то подходящим яв-
ляется только нижний знак перед квадратным корнем.
величина R (t′) – R (t′) V (t′)/с с учетом того, что R (t′) = 
= c (t – t′), может быть переписана в виде
 
подставляя сюда t′, находим
 
рис. 2. движущийся заряд и выбранная система  
пространственных координат
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тогда для ϕ получаем
 
что совпадает с выражением, полученным ранее с помощью 
преобразования потенциалов электромагнитного поля от од-
ной инерциальной системы отсчета к другой.
8.3. с помощью потенциалов лиенара – вихерта опреде-
лить напряженности поля движущегося заряда в нереляти-
вистском случае.
Решение.  полю излучения отвечают вклады, убывающие 
с расстоянием как 1/R. поэтому при вычислении, например, 
магнитного поля достаточно дифференцировать лишь зависи-
мость скорости от координат, входящую через дополнительное 
условие на время
 
для производной ∂t′/∂r из условия t′ = t – R(t′)/c находим
 
и для магнитного поля получаем
 
Электрическое поле может быть рассчитано аналогичным 




Именно это выражение получается из общей формулы 
(8.11) при V << c.
8.4. с помощью потенциалов лиенара — вихерта найти 
поле излучения ускоренно движущегося нерелятивистского 
заряда и угловое распределение излучаемой мощности.
8.5. определить дифференциальное и полное сечения рас-
сеяния плоской линейно поляризованной электромагнитной 
волны на свободном покоящемся электроне1.
Решение. под действием поля электромагнитной волны 
заряд приходит в ускоренное (колебательное) движение и, 
следовательно, излучает электромагнитные волны. заряд из-
лучает сферические волны, частота которых в нерелятивист-
ском случае равна частоте падающей волны. таким образом 
и происходит процесс рассеяния первоначальной волны на 
свободном заряде.
в нерелятивистском случае ускорение заряда под действи-
ем поля волны определяется уравнением
 mx = eE
0
e–iωt,
а угловое распределение излучаемой мощности — формулой 
лармора (8.14). подставляя в эту формулу ускорение, вы-





eiωt) e/2m, и усредняя по периоду поля, находим
 
дифференциальное сечение рассеяния представляет собой 
отношение количества энергии, испускаемой рассеивающей 
системой в данном направлении в единицу времени (< dP/
dΩ >), к плотности потока энергии, падающей на систему. 
последняя дается вектором Умова — пойнтинга и для 
плоской волны равна < S > = (c/8π)|E
0
|2. тогда для дифферен-
1 см.: Алексеев А. И. сборник задач по классической электродинамике. М. : 
наука, 1977. № 399.
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циального сечения рассеяния плоской линейно поляризован-
ной электромагнитной волны на свободном заряде получаем
 
Угол ϑ в этом выражении — это угол между направлением 
поляризации падающей волны и направлением рассеянной 
волны.
полное сечение рассеяния равно σ = (8π/3)r
0
2.
8.6. определить дифференциальное и полное сечения рас-
сеяния для неполяризованной электромагнитной волны на 
свободном заряде2.
Решение. для решения этой задачи нужно взять реше-
ние предыдущей задачи и переписать его для случая, когда 
направление поляризации падающей волны произвольно, а 
затем усреднить его по возможным поляризациям падающих 
волн.
Если направление поляризации падающей волны задается 
углом ψ, как показано на рис. 3, то sin2ϑ может быть выражен 
через ψ и сферические углы γ и φ, задающие направление 
рассеянной волны, следующим образом:
 sin2ϑ = 1 – cos2ϑ = 1 – sin2γ cos2 (φ – ψ).
тогда, в соответствии с решением предыдущей задачи для 
дифференциального сечения рассеяния такой электромагнит-
ной волны на свободном заряде, имеем
 
Усредняя это выражение по поляризациям падающих волн 
(по углу ψ), находим




полное сечение рассеяния при этом получается равным
 
Эти формулы называются формулами томсона, а соот-
ветствующие сечения рассеяния – томсоновскими сечениями 
рассеяния.
Задания для самостоятельного решения
 8.7. в классической модели атома электрон вращается по 
круговой орбите вокруг ядра. найти закон убывания энергии 
электрона, обусловленный излучением ЭМв. определить вре-
мя, за которое электрон упадет на ядро, вследствие потери 
энергии на излучение3.
8.8. оценить потери энергии на излучение для электронов 
в ускорителе на 20 гэв длиной 3 км (стэнфордский линейный 
ускоритель).
рис. 3. напряженность электрического поля E
0
  
в падающей волне и сферические углы,  
задающие направление рассеянной волны n
3 см.: Алексеев А. И. сборник задач по классической электродинамике. 
№ 300.
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8.9. оценить потери энергии на излучение для электронов 
в типичном синхротроне радиусом 1 м с приростом энергии 
за один оборот в 1 кэв. до каких энергий можно ускорить 
электрон в таком ускорителе? Что нужно сделать для дости-
жения больших энергий?
8.10. намагниченная звезда равномерно вращается вокруг 
оси, не параллельной магнитному моменту звезды. опреде-
лить угловое распределение интенсивности излучения4.
8.11. показать, что лоренцевская сила трения излучением 
для заряженной частицы, совершающей гармонические ко-
лебания, приводит к конечной ширине спектральной линии, 
излучаемой таким осциллятором. рассчитать форму и ширину 
спектральной линии как функции частоты и как функции 
длины волны5.
4 Бредов М. М., Румянцев В. В., Топтыгин И. Н. классическая электроди-
намика. М. : наука, 1985. с. 175.
5 там же. с. 39.
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контрольные вопросы и задания
1. Уравнения ЭМп (в трехмерной записи). Физический 
смысл каждого уравнения. Интегральная форма записи 
уравнений.
2. граничные условия для полей на границах раздела.
3. постановка задач электродинамики. Единственность 
решения задач электродинамики.
4. показать, что в уравнениях ЭМп содержится закон 
сохранения заряда.
5. показать, что в уравнениях ЭМп содержится закон 
сохранения энергии с учетом ЭМп. плотность энергии ЭМп. 
плотность потока энергии ЭМп (вектор Умова — пойнтин-
га).
6. показать, что из уравнений ЭМп следует возможность 
представления напряженностей через потенциалы. Уравнения 
для потенциалов. неоднозначность потенциалов. Условие ка-
либровки. калибровка лоренца и уравнения для потенциалов 
в калибровке лоренца.
7. показать, что в электростатике уравнения ЭМп сво-
дятся к уравнению пуассона для скалярного потенциала. 
Функция грина для задач электростатики и сведение с ее 
помощью решения прямой задачи электростатики к вычисле-
нию интегралов. Функция грина для всего пространства. по-
тенциал ограниченной системы зарядов во всем пространстве. 
обратная задача электростатики и особенности ее решения.
8. потенциал ограниченной системы неподвижных заря-
дов на больших расстояниях. разложение по мультиполям. 
дипольный и квадрупольный моменты системы.
9. Энергия электростатического поля. различные формы 
записи. Элементарный заряд. Энергия электростатического 
поля элементарного заряда. противоречивость классической 
электродинамики. классический электромагнитный радиус 
электрона.
10. Уравнения электромагнитного поля в магнитостатике. 
Уравнение пуассона для векторного потенциала в прямоли-
нейных и криволинейных координатах. потенциал поля огра-
ниченной системы токов в безграничном пространстве. 
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напряженность магнитного поля системы токов. закон био — 
савара. линейные токи и магнитное поле линейных токов.
11. потенциал ограниченной системы постоянных токов 
на больших расстояниях. разложение по мультиполям. Маг-
нитный момент системы токов.
12. показать, что в отсутствие источников поля уравне-
ния ЭМп сводятся к волновым уравнениям. плоские волны. 
сферические волны.
13. ЭМп пространственно ограниченной системы пере-
менных зарядов и токов. запаздывающие потенциалы.
14. ЭМп пространственно ограниченной системы периоди-
ческих токов на больших расстояниях. ближняя и дальняя 
зоны.
15. показать, что первое слагаемое в мультипольном 
разложении векторного потенциала ограниченной системы 
периодических источников
 
определяется электрическим дипольным моментом системы. 
вычислить напряженности поля, создаваемого дипольным 
моментом, и проанализировать их поведение в ближней и 
дальней зонах.
16. поле, создаваемое переменным дипольным моментом 
системы, имеет вид
 
проанализировать поведение полей в ближней и дальней 
зонах. определить угловое распределение излучаемой мощ-
ности и полную излучаемую мощность.
17. найти напряженности поля произвольно движущегося 
заряда. выразить их через положение заряда и его скорость 
и ускорение в момент создания поля. показать, что ЭМп 
состоит из поля, связанного с зарядом, и поля излучения.
18. ЭМп движущегося заряда описывается выражениями
 ;
 E = [n × E],
где n =  , R(t′) = r – r
0
(t′), β =  , χ = 1 – n β. 
показать, что это поле состоит из поля, связанного с заря-
дом, и поля излучения. определить угловое распределение из-
лучения. для нерелятивистского заряда построить диаграмму 
направленности и вычислить полную излучаемую мощность. 
каковы особенности излучения в релятивистском случае?
19. торможение излучением. лоренцевская сила тормо-
жения излучением. показать, что для заряженной частицы, 
совершающей гармонические колебания, торможение излуче-
нием приводит к конечной ширине излучаемой спектральной 
линии (естественная ширина спектральных линий).
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